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再投資循環の維持機構(上)
滝 田 和 夫
は じ め に
本稿では再投資循環の維持機構について検討する。K. Marx の示唆に始ま
る再投資循環 (reinvestment cycles) 論の歴史は古いが1), はじめに問題の所
在を示すために，再投資循環論の古典とも言える J. Einarsen [1938a] [1938b]
の所説をごく簡単に振り返っておこう。
Einarsen の再投資循環論の基礎を構成するのは ｢純粋再投資循環」(pure
reinvestment cycles) である。それは, ある時期に大量の設備投資集中が生
じた場合に，それらの設備の耐用年数後に現れる更新投資＝再投資の集中が
順次繰り返されることによって発生する循環，すなわち設備投資の「エコー
現象」によって発生する循環である。この「純粋再投資循環」が発生する条
件は，(１)ある時期における投資集中の存在，(２)耐用年数の特定期間
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1) 再投資循環論のサーヴェイとしては，さしあたり Einarsen [1938a] を参照された
い。そこでは，再投資循環論に関連する学説として K. Marx, Tugan-Baranowsky,
A. Spiethoff, A. Aftalion, D. H. Robertson, A. C. Pigou, E. 	の所説が検
討されている。
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第１節 再生方程式とその特性
第２節 乗数・加速度機構と共振
第３節 乗数・加速度機構と再投資循環……以上，本号
への集中，(３)耐用年数経過後に実際に更新がなされること，の三つである
(Einarsen [1938b]，p. 1)。
これらの三条件のうち条件(２)や(３)は多かれ少なかれ不十分にしか充た
されない。耐用年数はある程度の分散を示すだろうし，また耐用年数が来て
も更新されずに脱落するものがあるであろう。したがって「純粋再投資循環」
は減衰する循環である。それゆえ，再投資循環が減衰して消滅しないために
は,「純粋再投資循環」の減衰を相殺し，循環を維持するメカニズムが必要
である。そのメカニズムの一つが「二次的再投資循環」(secondary reinvest-
ment cycles) を含む「自己維持」(automaintenance) 機構であり，もう一つ
のメカニズムが衝撃などの外的諸力である(Einarsen [1938a]，p. 62)。
再投資循環の第一の維持機構である「自己維持」機構について，Einarsen
[1938a] 第２部第３章第１節は８つの項目のもとで論じている。それらを整
理すると，以下の三つの「自己維持」機構に要約される。
1.「二次的再投資循環｣……｢純粋再投資循環」は再投資期間が非弾力的な
場合に生ずるが，実際には更新は「延期可能コスト」であり，再投資期
間は弾力的である。不況期においては再投資が延期され，回復・繁栄期
にはこの延期された再投資が集中する傾向がある。さらに繁栄期には技
術進歩と競争による再投資期間の短縮により再投資集中が強められる｡
「回復・繁栄期におけるこの再投資の集中は，純粋再投資循環の減衰傾
向に反作用する傾向を自然に持つであろう｡」(Einarsen [1938a]，p. 66)
2.「新投資の二次的循環｣……｢純粋再投資循環は二次的な再投資循環だけ
でなく，二次的な新投資の循環をも解き放つということができる。回復
・繁栄期には再投資だけでなく新投資も集中し，一循環における新投資
は後の循環の再投資として再現するのである｡」(Einarsen [1938a]，p.
66)「ここでは二次的再投資循環について言及したのと同一の要素が関
わりを持つであろう｡」(p. 68) つまり，二次的再投資循環だけでなく，
純粋再投資循環が誘発する新投資の循環もその減衰傾向に反作用するの
である。
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3.「維持要因としての進歩」……経済成長による投資の上昇トレンドは，再
投資と新投資の趨勢的成長をもたらす。それらの成長は，純粋再投資循
環における二つの減衰要因である再投資期間の分散と再投資の脱落に反
作用する｡「それゆえ，投資の上昇趨勢は再投資循環の維持源泉として
作用することができる｡」(p. 70)
次に再投資循環の第二の維持機構である｢外的諸力｣については，Einarsen
[1938a] 第２部第３章第２節は，減衰的な伝播機構 (propagation mechanism)
によって生成される循環が衝撃 (impulse) によって維持されるという R.
Frisch [1933] の見解を踏襲し2)，各種の衝撃が減衰的な再投資循環を維持す
るように働くことを指摘する。そして再投資循環の維持にとって特に重要な
衝撃として，次の３点に言及している。
1.発明が再投資に及ぼす影響。
2.戦争がもたらす設備の大量破壊と戦後の再建。それによる新しい再投資
循環の形成。
3.構造変化による産業の栄枯盛衰。とりわけ新産業部門への投資集中によ
る再投資循環の維持。
以上，Einarsen の再投資循環論を，特にその減衰に反作用する維持機構
に焦点をあわせて簡単に概観したが，本稿では，このような再投資循環の維
持機構について検討する。もっとも，今見たように，再投資循環の維持機構
には，伝播機構に関わる「自己維持」機構と衝撃に関わる「外的諸力」があ
るが，本稿では伝播機構＝｢自己維持」機構に問題を限定し，衝撃＝｢外的諸
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2) この点で，Einarsen [1938a] の研究が Oslo 大学経済研究所の R. Frisch のもとで
なされたものであること (Einarsen [1938a] 序文，[1938b] p. 4) を想起する必要
がある。つまり，彼は景気循環が伝播機構と衝撃によって生成されるという R.
Frisch の論文 [1933] を熟知しており，その見解を大枠で共有していたようであ
る。Einarsen が Frisch と見解を異にするのは伝播機構そのものについてである。
Frisch [1933] は J. M. Clark などの加速度原理による景気循環論において欠落し
ている方程式は貨幣制約を表す方程式 “encaisse ” であるとして伝播機構
を示したのに対し，Einarsen はむしろ再投資，例えば純粋再投資循環に関わる
方程式こそが加速度原理による伝播機構に欠落した方程式であると考えたのであ
る。Einarsen [1938a] pp. 92 3, [1938b] p. 3。
力」については立ち入らない3)。しかも，本稿では伝播機構＝｢自己維持」機
構の中でも問題をさらに限定して,「二次的再投資循環」と「新投資の二次
的循環」のみを検討することとし,「維持要因としての進歩」は扱わない。
このように問題を限定するのは，再投資循環の維持機構の中で「二次的再
投資循環」と｢新投資の二次的循環｣こそが内生的な維持機構であり，したが
って最も基礎的な機構であるが，この最も基礎的な内生的維持機構について
すら研究が十分になされているとは言えないからである｡そもそも Einarsen
の研究は非常に優れた研究ではあるが，Keynes 理論誕生前後の時期になさ
れた研究であったこともあり，どのようなモデルを想定して議論をしている
のかが必ずしも明瞭には示されていない。例えば，乗数理論は取り入れられ
ているのかどうか，また純粋再投資循環が新投資を誘発するという場合，ど
のような投資関数を想定しているのか，などといった点が必ずしも明らかで
はないのである。このように Einarsen の研究においては，モデルが必ずし
も明示的に示されていないために，再投資循環の内生的維持機構がそもそも
成立するのかどうか，また成立する場合にどのような条件が必要なのか，な
どといった点が曖昧なままに残されている。筆者の知る限り，Einarsen 以
降の研究においても，この点での研究の進展はあまり見られない。
本稿では，再投資循環の内生的維持機構である「新投資の二次的循環」と
「二次的再投資循環」が，再投資循環の減衰に反作用し，再投資循環を維持
するように働くかどうか，また働くとすればどのような条件が必要かという
問題を，明示的なモデルを用いて考察する。使用するモデルは Samuelson-
Hicks 型の標準的な乗数・加速度モデルに再投資＝更新過程を結合して拡張
した乗数・加速度＋更新過程モデルである。このモデルは標準的な乗数・加
速度モデルの極めて自然な拡張である。第１節では，純粋再投資循環を表現
するモデルとして再生方程式を取り上げて，その諸特性を検討する。そこで
は，除却率和が１を上回るかどうかを基準に再生方程式の発散・収束特性が
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3) 拙稿 [1999] では，不十分ながらも再投資循環と外的衝撃の問題が検討されてい
る。
決まるという従来からの研究結果を，Frobenius の定理を用いて確認する。
第２節では，次節の準備的考察として，乗数・加速度機構に外生的な更新循
環が結合されたモデルを考察し，そこでは周期に関する条件が充たされれば
共振現象が生じ，投資循環は外生的な更新循環に対して増幅されることをみ
る。この第２節の考察を踏まえて，第３節では，除却率和を１とした上で，
本稿における基本モデルである乗数・加速度＋更新過程モデルを考察する。
そこでは，一定の条件が充たされれば，この基本モデルが再生方程式に対し
て反減衰的になるだけでなく，単純な乗数・加速度モデルに対しても反減衰
的になることを示す。このことは Einarsen の「新投資の二次的循環」が，
一定の条件の下では確かに再投資循環の維持機構として作用することを意味
するだけでなく，Samuelson-Hicks 型の標準的・教科書的な乗数・加速度モ
デルは，更新過程を取り入れて自然な拡張を行うと，再投資循環の影響を受
けて減衰が弱められて，より長期に維持される傾向があるということをも意
味する。第４節では，｢新投資の二次的循環」に関するこの第３節の結果を
数値的に確認する。続く節においては，景気局面による更新投資の延期や集
中，すなわち Einarsen のいう「二次的再投資循環」が，再投資循環の減衰
に反作用するかどうかを検討する。最終節では，本稿で検討した再投資循環
の二つの内生的維持機構が日本経済においても作用している可能性があるか
どうかを簡単に検討する。本稿の主要結果の要約は，｢おわりに」において
与えられる。
第１節 再生方程式とその特性
本節では，Einarsen の「純粋再投資循環」を表現するモデルとして再生
方程式をとりあげて，その諸特性を検討する。
はじめに再生方程式について簡単に説明しよう。期における過去の設備
投資額が，    というように与えられているとして，各年
齢の設備の除却率が で与えられたとする。ここで，は最
大耐用年数であり，また年齢歳の設備の除却率とは，年齢歳における
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設備の除却額を元の投資額で割ったものである。つまり，期には，１
歳の設備投資額のうちの割合が除却され，２歳の設備投資額のう
ちの割合が除却され，……というように除却が進行すると仮定する。す
ると，期における除却総額は，これら各年齢の設備の除却額総計だから，
  (１)
となる。ここで，第一に，この除却額はそっくりそのまま全額更新＝再
投資されると仮定し，第二に，投資は更新＝再投資のみからなり，新投資
は存在しないものと仮定すれば， となるから，
  (２)
となる。これが「再生方程式」(renewal equation)4)と呼ばれるものである。
この再生方程式は Einarsen の「純粋再投資循環」を簡潔に表現するモデ
ルである。というのは，先に見た Einarsen の「純粋再投資循環」が発生す
る三条件はいずれもこの再生方程式に組み込むことができ，それによって
「純粋再投資循環」を表現できるからである。Einarsen の三条件のうち第
１条件である初期における投資集中は，再生方程式の初期値問題であり，第
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4) ｢再生方程式」は，通常(２)式で示した時間に関する離散形よりも，むしろ連続
形の「たたみ込み方程式」(convolution equation),




あるいは，その初期の経路を 		で１，それ以前はゼロと特定化して(A.
J. Lotka [1939] pp. 3 4),




という形で示されることが多く，またその呼称はまちまちである。例えば A. J.
Lotka [1939] は連続形で「基本方程式」(fundamental equation, p. 3)と呼び，R.
Frisch [1965] は離散形で「維持方程式」(maintenance equation, p. 311), O. Lange
[1965] は連続形で ｢更新方程式」(訳 p. 143), Barlow/Proschan [1965] は連続形で
｢基本再生方程式」(fundamental renewal equation, p. 50), グネジェンコ他 [1965]
は連続形で「再生関数」(renewal function, 訳 p. 118), W. Feller [1968] は離散形
で「たたみ込み方程式」(convolution equation, p. 330), W. Feller [1971] は連続形
で「再生方程式」(renewal equation, p. 359), D. W. Jorgenson [1974] は離散形で
「再生方程式」(renewal equation, p. 193)，三根久／河合一 [1984] は連続形で
｢再生方程式」(p. 44)と呼んでいる。但し，Barlow/Proschan, グネジェンコ他，
三根／河合のような信頼性理論の場合には，上の方程式は正確には「再生密度」
に関する方程式である。なお，J. R. Hicks [1950] の数学付録15や R. Solow [1951]
も動学乗数方程式としてではあるが，同じ形の方程式の性質を検討している。
２条件である耐用年数の特定期間への集中は除却率の分布形状の問題で
あり，第３条件の耐用年数経過後に実際に更新がなされ脱落が少ないという
問題は，ここでは更新率に等しいとしている除却率の総計が平均的に１
以下かどうかという問題である。したがって，これから検討する再生方程式
の特性は，同時に Einarsen の「純粋再投資循環」の特性の検討でもある。
再生方程式(２)の諸特性は注4)でみた文献などにおいて比較的よく研究さ
れている。ここでは，離散形の(２)式についてその諸特性を検討してみよう。
再生方程式(２)は定数係数の 階同次線形差分方程式である。これはよ
く知られているように，個の連立１階差分方程式体系に変換できる。そこ
でこの変換のために，まず再生方程式(２)を，
 (３)
と書き改めたうえで，個の人工変数，
 
但し，で， (４)
を定義する。すると，
 
但し，で， (５)
となるから，ベクトル と ベクトル をそれぞれ，
   (６a)
   (６b)
とし (但しプライム記号 は転置を表す)，また 行列Ａを，

     
    
    
    
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とすると，階同次線形差分方程式である再生方程式(３)はそれと同値な連
立１階差分方程式体系，
  (８)
に変換される。この差分方程式体系の試験解を，とすると，
  となるから，(６)は，
    (９a)
  (９b)
となる。したがって，ベクトルｍを
  (10)
として，(９)を連立１階差分方程式体系(８)に代入すると，
 (11)
となる。この特性方程式は，Ｉを単位行列として，
		 (12)
であり，これは固有値問題(11)が解 m≠0 を持つための必要・十分条件で
ある。また，特性方程式(12)が再生方程式(３)の特性方程式，
 （13)
に他ならないことは言うまでもない。
この再生方程式の固有値問題で重要なことは，(７)からわかるように行列
Ａが非負行列であることである。は除却率であり，負にはなりえないから
である。このようにＡは非負行列であるから，固有値問題(11)には Fro-
benius の定理が適用できる。しかも行列Ａは分解不能行列であるから，分
解不能な非負行列に関する以下の Frobenius の定理より，次のような諸特性
が導出される。
1.特性方程式(12)は正の実根を持ち，その中で最大の正根 (＝A の
Frobenius 根) を とすると，に属する正の固有ベクトル m
＞0 が存在する。
2.特性方程式(12)の複素数を含む任意の根をとすると，
		と
なり，最大正根の値はの絶対値を下回らない。
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3.非負固有値問題(11)，≧0, m＞0 は，Frobenius 根以外に解を持
たない。(二階堂 [1961] p. 80，p. 74，二階堂 [1960] p. 136)
階同次線形差分方程式である再生方程式(２)の一般解は，特性方程式
(13)の根をとして，重根を無視すると，
  (14)
となる。但し，は個のの初期値によって決まる任意定数
である5)。に関する(14)の究極の経路は，その特性方程式(13)の根のうち
絶対値が最大である支配根によって決定されるが，上の定理１,２よりわか
ることは，再生方程式の特性方程式(13)の支配根は正の実根になるというこ
とである6)。また上の定理３より特性方程式(13)の非負の実根は Frobenius
根以外にないことがわかる。したがって(14)の経路は，唯一の正の実根であ
りかつ絶対値が最大である Frobenius 根の項によって支配される。し
かも，この Frobenius 根の値がどのような範囲にあるかは，再生方程式の係
数和に依存して決まるというのが次の定理である。
4.非負で分解不能な 行列Ａの第 () 要素をとすると，その行和
	


および列和 



に対して，


		

	ならば，

		

	
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5) 再生方程式(２)と同値な連立１階差分方程式体系(８)の経路は，特性方程式(12)
の固有値を とし, またそれぞれに属する固有ベクトルを 
として，重根を無視すると，


となる。もっとも，(11)(12)によって決まる固有ベクトルは比率を与えるだけで
水準を与えないので，水準を確定して経路を決定するためには に関する 
個の初期値，つまり初期値ベクトル
が必要である。このように，この

の経路は(14)の の経路をベクトル表示したものにすぎないが，それは(４)～
(６)の
の定義からして当然である。
6) もっとも Frobenius 根以外の固有値の絶対値がよりも小さく，厳密
な不等号 	

が成立するには，行列Ａが分解不能であるだけでなくさら
に「安定な行列」でなければならないが，すべての除却率について 	で
あればＡは安定行列となる (二階堂 [1961] p. 93, p. 95)。本稿では一応，Ａは安
定な行列であり，したがって厳密な不等号 	

が成立すると仮定する。


 

ならば，

 


となり，いずれの式でも，不等号ならば不等号，等号ならば等号が成立
する (二階堂 [1961] p. 88)。
そこで，再生方程式(２)の除却率の和を，
 (15)
とすると，は(７)の行列Ａの第１行の行和であり，Ａの他の行和はすべて
１となるから，上の定理より，
(ａ) では 
(ｂ) では  (16)
(ｃ) 	では 
となることがわかる。つまり，再生方程式(２)の究極の経路を決定する特性
方程式(13)の支配根は正根であるだけでなく，その値の範囲は除却率
の総和によって決まるのであって，＝1 を基準にが１を上回れば支配
根は１以上の実根となり，が１を下回ればそれは１以下の正実根となる。
再生方程式の解(14)のうち，この支配根に対応する支配項を とす
ると，は初期値によって与えられる定数となるので，解(14)は ＜1
ではゼロへ減衰していき，＝1 ではへ収束していき，	では
発散していく。また，すなわち の場合に，初期値が 		＝１，
またそれ以前はゼロから出発して収束していく水準の値は平均耐用年数
の逆数に他ならないことが,「再生定理」(renewal theorem) によって知ら
れている7)。再生方程式(２)の究極の経路はこの支配項の経路によって決定
されるから，結局，初期値が 		，またそれ以前はゼロから出発する再生
方程式(２)の究極の経路は，
(ａ) ではゼロへ収束
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7) ｢再生定理」については，例えば Feller [1968] p. 330 参照。但し，その再生方程
式には(２)に任意の独立変数の系列
が加えられている。それは(２)でいえば
初期値の特定化に相当し，(0, ……, 0, １) の初期値から出発する場合には 
	＝1,
その前後の
はすべてゼロで，


となる。
(ｂ) では平均耐用年数の逆数へ収束 (17)
(ｃ) では発散
となることがわかる8)。
図１は における除却率＝確率密度を平均10，標準偏差２の正規分布
とし，では の除却率を0.8倍し，ではそれを1.2倍した場
合におけるそれぞれの再生方程式の経路を例示したものである。但し，初期
値は ＝１，またそれ以前はゼロとした。図１にみられるように，
(ａ) ＝0.8 のケースでは，絶対値が最大の支配根が実数0.98 (対応する
支配項は )，絶対値が次に大きい根は共役複素根 
(対応する項は 	
) となるので，再生方程式の
経路は時間の十分な経過とともに，前者の実数解の減衰トレンドに沿っ
て，後者の最大複素根解の減衰振動を描きながら，ゼロへと収束してい
く。
(ｂ) ＝1.0 のケースでは，支配根が実数１ (対応する支配項は )，
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8) 再生方程式の特性方程式(12)は唯一の正の実根を持ち，しかもそれは絶対値が最
大の支配根であり，またその値がと１の間に位置することは，以前 J. R.
Hicks [1950] が数学付録15で動学乗数方程式の特性として「若干苦心して」(R.
G. D. Allen [1959] p. 205) 示したことである。同じ特性は，ここで見たように，
Frobenius の定理を用いれば簡潔に示すことができる。
図１ 再生方程式の経路と除去率和
絶対値が次に大きい根は共役複素根 (対応する項は 
	
）となるので，再生方程式の経路は時間の十分な
経過とともに，前者の実数解の定常値に沿って，後者の最大複素根解の
減衰振動を描きながら，平均耐用年数の逆数0.1へと収束していく。
(ｃ) ＝1.2のケースでは，支配根が実数1.02 (対応する支配項は 
，絶対値が次に大きい根は共役複素根 (対応する項は
	
）となるので，再生方程式の経路は究極的
に，前者の実数解の発散トレンドに沿って，後者の最大複素根解の減衰
振動を描きながら上方へ発散していく。
第２節 乗数・加速度機構と共振
前節では，第一に，除却額は同時に更新＝再投資されると仮定し，第二に，
投資は更新＝再投資のみからなり，新投資は存在しないものと仮定して，再
生方程式＝純粋再投資循環の諸特性を検討した。そこでは，再生方程式の究
極の経路が除却率和に依存し，が１より小さいか，等しいか，大きいか
に従って，それぞれ，ゼロへの収束，耐用年数の逆数への収束，および発散
が生ずることをみた。本節と次節では，第一の仮定である更新額＝除却額の
仮定を維持したままで，第二の仮定をはずして，新投資が存在するもとで投
資経路がどのように変動するかを，＝1 の仮定の下で検討する。考察され
るモデルは，Samuelson-Hicks 型の標準的な乗数・加速度モデルに更新過程
を加えてそれを拡張したモデルである。
まず，をそれぞれ 期の国民所得，消費，投資とし，また 期末
ストックの増分を として，
 (18)
	 (19)

  (20)
 (21)
とすると，(19)～(21)を(18)へ代入することによって，Samuelson-Hicks 型
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の標準的な乗数・加速度モデル，
 (22)
が得られる。なお，は消費性向，は加速度因子である。
しかし，(21)はモデルを取り扱いやすくするための単純化の仮定にすぎな
い。(21)は正しくは，更新投資をとして，
 (23)
である。つまり，投資は純投資＝ストック増分だけでなく，更新投
資からも成る。そこで，このように投資を粗投資として更新投資を
含めると，更新投資をどのように定義するかが問題になるが，本稿では
更新投資は除却額であると定義する。その理由は，加速度モデルと整合
する更新の定義はストックの減少でなければならないからである。ストック
調整モデルの一つである加速度モデルでは，ラグを無視すると，生産能力を
表す資本ストック と国民所得 の比率を一定 に保つように
ストック調整がなされると仮定され，そこから という(20)式の
投資関数が導出される。しかし，が不変の場合に投資はなされないかと
いうと，そうではなく，設備に寿命がありが時間とともに減少してい
く限り，生産能力を一定に保つための更新投資がなされなければならな
い。したがって，加速度原理で想定されるストック調整には二つの調整があ
る。一つは変動による誘発投資 であり，もう一つは生産能力
の減少 (＝除却) を補充するための更新投資である。いずれもと
が変動するもとでを一定にするために必要なストック調整行動であり，
このストック調整原理と整合する更新投資の定義は生産能力＝ストック
の減少でしかあり得ないのである。なお，更新投資をこのようにストッ
ク減少で定義するとしても，さらにストック減少を実際の除却額で定義する
のか，それともストックの一定割合として単純化してしまうのか（比例更新
仮説）という問題があるが，比例更新仮説は除却分布の一特殊ケース（幾何
級数分布ケース）にすぎないので，再投資循環が最も起こりにくいケースと
してではあるが，以下の議論に含まれる。
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このように, 更新投資を除却額で定義すると, それは既にみた更新過
程(１)で表される。但し，は期の除却額で定義された更新投資額である。
本節で考察するモデルは，(18)～(20)(23)(１)から成る体系であり，Samu-
elson-Hicks 型の標準的な乗数・加速度モデル(18)～(20)(23)において ＝0
と単純化せずに，(１)の更新過程で拡張した乗数・加速度＋更新過程モデル
である。乗数・加速度モデルのこの拡張は全く自然な拡張であり，前節の再
生方程式はもちろん，という不自然な仮定を置く本来の乗数・加速度
モデル(18)～(21)よりもはるかに自然なモデルである。それにもかかわらず，
筆者の知る限り，このモデルはこれまで十分に検討されたことがない。そこ
で，以下この乗数・加速度＋更新過程モデルを検討しよう。
(19)(20)(23)を(18)に代入すると，
  (24)
となるが，この両辺にをかけて１期下げると，
 (25)
となる。他方，(18)(19)より，貯蓄＝投資の均衡式，
 (26)
が成立するので，(24)から(25)を引き，(26)を考慮すると，
  (27)
となる。これに更新過程(１)を代入すると，乗数・加速度＋更新過程モデル
(18)～(20)(23)(１)は結局，投資に関する 階同次線形差分方程式，

但し, 					
			 (28)
となる。この(28)が本稿で検討する基本モデルである乗数・加速度＋更新過
程モデルの基本方程式である。もっともこの式は扱いにくいので，本稿では
しばしば，それと同値である(27)(１)の体系を考察する。
本節では，次節で基本モデル(27)(１)を検討するための準備的な考察とし
て，(27)においてが外生変数である場合に(27)はどのような性質を持つ
桃山学院大学経済経営論集 第44巻第１号66
かを検討する。前節でみたように，除却率和が のケースでは再生方程
式の特性方程式の支配根は１となるので，再生方程式に従う更新投資は究極
的には，絶対値が１以下の最大複素根項にしたがって減衰振動しながら，平
均耐用年数の逆数に収束していく。そこで，本節では，(27)において右辺の
が外生変数であり，それが一定の収束水準を持つ減衰振動，
  (29)
を描くと仮定して，この外生的更新投資変動の体系(27)(29)はどのような特
性を持つかを検討しよう。体系(27)(29)においては外生変数だから，(27)
(29)はに関する２階非同次線形差分方程式となり，その一般解は(27)(29)
の任意の解である特殊積分と，(27)(29)の同次方程式である補助関数，
 	
 
  (30)
の一般解からなる。(30)は標準的乗数・加速度モデルに他ならないが，その
一般解については，安定ケース 0＜
＜1 を想定し，0＜＜1 の減衰振動解，
 (31)
を持つものとする9)。問題は(27)(29)の特殊積分であるが，その試験解を，
  (32)
としよう。つまり，(27)(29)の特殊積分の試験解は，(29)のと同一の
減衰度，角振動数，収束水準をもち，初期振幅，初期位相のみが
とは異なると仮定する。
(29)(32)を(27)に代入してを消去すると，
 	
  

  
 	   (33)
となるので，
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9) 0＜
＜1 の安定ケースであっても，
 	(但し 	）の場合，(30)
に対応する特性方程式の根が１以下で正の２実根となるので，(30)の解は振動解
にならず単調減少解となる。しかし，その場合でも  とすれば，(31)
は単調減少解を表すことになる。
 (34)
を用い，また，
 (35)
として，(33)を書き換えると，
 	


 	


 	
 	 (36)
となる。この(36)式がすべてのについて成立するためには，
	


	 (37a)
	


	 (37b)
であればよい。あるいは同じことだが，(37)の右辺の｛ ｝内をそれぞれ一
つの三角関数で表現するために，
	 (38a)
	 (38b)
とすると，
		 (39a)
	
		 (39b)
となる。但し，		。すると，(37)の右辺の｛ ｝内はそれぞれ，
	 (40a)
	 (40b)
となるので，
 (41)
とすると，(37)は，
	


 (42a)
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
 (42b)
とも表現できる。但し，とは(39)によって与えられる。
こうして，	
が(29)にしたがって外生的な減衰振動を行うとき，
の試験
解(32)は，初期振幅と位相が(37)または(42)を充たせば(27)を充たす
から，それは(27)(29)の特殊積分である。従って，外生的更新投資変動体系
(27)(29)の一般解は，(31)(32)より，





 (43)
となる。この一般解は，本来の乗数・加速度機構(30)の一般解と(27)(29)の
特殊積分から成るが，以下では，本来の乗数・加速度機構の減衰の方が特殊
積分の減衰よりも激しいと仮定しよう。つまり，
 (44)
と仮定する。すると，(27)(29)の一般解(43)における
の経路は，究極的に
は(43)の右辺第２項と第３項にしたがうことになる。つまり，更新投資 	

が(29)の外生的な減衰振動を描くとき，投資
は究極的には	
の減衰振動
と同一の角振動数と減衰度および収束水準をもち，初期振幅と位
相 のみが異なる減衰振動を描くのである。そして，重要なことは，その
場合の投資
の振動は，加速度原理が働いて加速度因子が正となり，その
値がある限界内にある限り，更新	
の振動よりも増幅される傾向があると
いうことである。この興味深い事実は，
の特殊積分が充たすべき初期振幅
と位相関する条件を示す(42)式を，Hicks [1950] の数学付録29における
図10)と類似した図２を用いて解釈することによって，以下のように示すこと
ができる。
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10) Hicks がそこで検討したモデルは，





として，独立投資
が単振動するモデルである。これをここでのモデル(27)(29)
と比較すると，(27)とは非同次項が異なり，また(29)とは減衰振動ではなく単振
動を仮定している点で異なるが，以下に示すように，基本的な特性はいずれも同
一の「共振」モデルである。
(27)において消費性向と加速度因子が与えられ，また(29)によって
更新投資の変動，したがってその減衰度と角振動数が外生的に与え
られると，(39)よりが決まる。そこで図２において，として
となるように点Ｍを定め，線分 LM を延長して
MN＝となるように点Ｎを定め，		
になるよ
うに点Ｐを定めよう。また，点Ｎと点ＰからOLへの垂線を引き，それぞれ
のOLとの交点をＱ,Ｓとし，さらに点ＰからNQへ引いた垂線とNQの交
点をＴとしよう。すると，	は 
になるので，(42)の第１式の左辺
は図のOSに，また第２式の左辺は PS に等しくなることがわかる。したが
って，(42)の右辺のＺは図の OP に，また 	は 	に等しくなる。
さらに，(39)の第２式右辺の分子,分母をで割ればわかるように
はに等しく，それゆえ	は	を表す。
このように，と
の特殊積分の初期振幅比率 
は図２の OP に
よって表されるので，加速度因子の変化とともに 	がどのように変
化するかを図２によって検討することができる。まず，加速度原理が働かず
＝0 の場合には，(20)(23)より誘発投資は生ぜず となり 
と
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図２
なるので，(29)(32)の比較から，
  (45a)
 (45b)
となり，(41)より ＝1 となることがわかる。他方，図２において ＝0 で
は，点Ｐは点Ｍに一致するから  となる。したがって，図２の
OMは ＝0 の場合におけるを表し，その長さは常に OM＝1 となる。図
からわかるように，加速度原理が作用しない ＝0 では点Ｐは点Ｍと一致す
るが，加速度原理が作用して ＞0 になると，点Ｐは点Ｍから離れて行く。
しかも，が極端に大きいかまたは小さい特殊なケースを除けば，の増加
とともに点Ｐは点Ｍを離れ，点Ｏに近づいていく傾向がある。つまり，が
ゼロから正になって増加していくと，＝OP は OM＝1 よりも小さくなっ
て，＜1 になる傾向があるのである。既にみたように，更新投資	が外生
的な減衰振動を描くとき，投資	は究極的にはそれと同一の減衰度を持つ
振動を描くが，＞0 ではこのように初期振幅比率 が１以下になる
傾向があるから，そうである限り，＞0 においては投資	は更新投資	よ
りも増幅されて変動するということができるのである。もっとも，の増加
とともにが１よりも小さくなっていき	が	よりも増幅されて変動する
というこの傾向は，のある限度内での傾向であり，の値がそれを超える
と (＝OP) は逆に増加していきやがて１(＝OM)を超えるようになる。こ
のことは図２でを非常に大きな値にしてみれば容易にわかることである。
以上では，更新投資 	の外生的変動(29)を所与とし，が増加していく
と，のある限度内では投資	が	以上に増幅 (＜1)されて変動する傾向
があることをみた。次に，今度は同じ問題を，所与の のもとで更新投資
	の外生的変動(29)の角振動数が変化すると，	に対する	の増幅度 1/
はどのように変化するかという視点から考えてみよう。
この問題を考えるには，所与の
のもとで，図２において ＝0，つま
り	に対する	の増幅度 1/が無限大になるような外生的更新投資変動の
角振動数の値を検討すればよい。図２において ＝0 になると，点Ｐは点
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Ｏに完全に一致し，三角形 OLN において だから，
＝0 での三角形 OLN は OL＝ON の二等辺三角形となる。ところが，図２
で OL＝, LN＝であるのに対し, NPに一致するNOは 
であるから，＝0 では，
 (46a)
	 (46b)
となることがわかる。すなわち，所与の
において外生的更新投資変動の
減衰度と角振動数が(46)を充たすならば，図２において ＝0 となる。
他方，よく知られているように，(46)のとの値は，実は単純な乗数加
速度モデル(30)の振動ケースの一般解(31)におけるとの値に他ならな
い。つまり，(31)における，は，
 (47a)
	 (47b)
である。したがって，例えば外生的投資変動が減衰のない単振動を描く
＝1 のケースにおいて，であって単純乗数・加速度機構(30)も減衰の
ない単振動を描くならば，(46)(47)において となり，外生的更新
投資変動モデル(27)(29)の一般解(43)においては，の固有角振動数で
外生振動に対する	の無限大の増幅が生じるであろう。また，＜1 であ
って単純乗数･加速度機構に減衰がある場合には,＝1 ケースでは 
となるから(46)の第１式は充たされず無限大にはならないものの，固有角振
動数 の近辺において大きな増幅が生じるであろう。
これは，物理学における「共振」(resonance, 共鳴) 現象11)に他ならない。
すなわち，振動系に外力が加わった場合に強制振動が生じ，外力の角振動数
が振動系の固有角振動数 に近づくにつれて強制振動の振幅は非常に大
きくなるという共振現象と同一の現象である。(27)(29)の数式の構造も，外
力を表す非同次項が余弦関数である２階非同次差分 (微分) 方程式である点
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11) 例えば，寺沢徳雄［1984］第１章３節参照。
において基本的に同一である。
図３は外生的更新投資変動モデル(27)(29)におけるこのような共振現象を
図示したものである12)。(42)の各式を２乗して加えると，
	
	
 (48)
となるので，と だけでなく外生的 変動が(29)のように与えられてい
る場合，所与の の減衰度 と角振動数 に対して，	の増幅度 
	を(48)から計算することができる。初期振幅比率 	が に
対する	の増幅度をも表すのは，条件(44)を充たす外生的変動のもとで
は	の変動は(43)で見たように究極的にはと同一の減衰度で減衰して
行くからである。そこで，この外生変動ケースにおける	の増幅度
を一種の共鳴曲線として示したのが図３である。なお，図３ではの角振
動数を周期＝
に変換して示した。図３は外生的変動が減衰しな
い ＝1 ケースにおける	の増幅度を，消費性向 ＝0.7 の場合につい
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図３ 周期と	の増幅度 
12) 外力が減衰しない のケースと異なり，それが減衰する のケースで共
振が生ずるには，(43)の	の一般解において本来の乗数・加速度機構の減衰の方
が外力の減衰よりも激しいという仮定(44)，つまり(47)より の仮定が必
要であるが，図３ではそうでないケース(図の ＝1.0, 1.2 ケース) も参考までに
示した。
てみたものである。図では外生的の振動周期が∞から４まで変化する場
合に の増幅度 がどのように変化するかを，いくつかの加速度因子 
の値について示した。＝1 ケースの図３からわかるように，＝1 の場合，
が固有角振動数に対応する周期，		
＝11.3 期を持つときには無限大になるが，その周辺の周期を持つ場合
でもはかなり大きな値になり，強い共振が起こる。＜1 の場合には
の値が小さくなるにつれての山は小さくなっていくが，周期がおおむ
ね５期以上ではとなり多かれ少なかれ共振が生ずることがわかる。
また，が０から１に向かうにしたがって共鳴曲線の山は高くなって行くの
に対して，が１をこえて ＝1.2 になると山が再び低くなり始める。この
ことからわかるように，がある限度 (この場合，おおむね ＝2) を超える
と共振は起こらず，逆に が支配的となっていく。次に図３は 
の外生変動がわずかな減衰を含む場合として，＝0.9 のケースを見たもの
である。この場合，図３の ＝1 ケースと比較すると，最も強い共振を起
こすの値が でなく ＝0.81 となることや，また固有角振動数に
対応する周期よりも極端に小さい周期だけでなく極端に大きい周期でも共振
が生じなくなるなどの変化が生ずる。しかし，この ＝0.9 ケースでも固有
角振動数に対応する周期周辺のかなり幅広い周期領域 (おおむね５～30期)
での山が生じ，共振現象が多かれ少なかれみられることは ＝1 ケース
と同様である。こうして，図３の共鳴曲線より，が外生的に(29)の変動
をする場合，単純な乗数・加速度機構(30)が減衰せずに単振動を繰り返す 
＝1 ケースのみならず，それが減衰を含む ＜1 ケースにおいても乗数・加
速度機構の固有振動数周辺を中心にかなり幅広い振動数領域で共振現象がみ
られることがわかる。しかも更に，この共振現象は，の外生的変動が減
衰を含まぬ単振動の ＝1 ケースだけでなく，わずかな減衰を含む ＜1 ケ
ースにおいても多かれ少なかれみられることもわかる。
桃山学院大学経済経営論集 第44巻第１号74
第３節 乗数・加速度機構と再投資循環
前節においては，本稿の基本モデルである乗数・加速度＋更新過程モデル
(27)(１)を分析するための準備的考察として，更新投資が外生的に変動
する(27)(29)のモデルを検討した。そこでは乗数・加速度機構が減衰的な 
＜1 ケースだけでなく，＜1 で外生的振動そのものがわずかに減衰的な
場合でさえも，乗数・加速度機構の固有振動数との振動数が大きく離れ
ていなければ，多かれ少なかれ共振現象が生じて，更新投資に対する粗
投資の変動が増幅されることが示された。そこで次に本題に戻り，これま
での考察を踏まえて，が外生的にではなく内生的に変動する基本モデル
(27)(１)の体系を分析しよう。
既にみたように，(１)を(27)に代入して を消去すれば，に関する 
＋1 次線形同次線形差分方程式(28)が得られ，その特性方程式は，
 (49)
となる。但し	については(28)を参照。特性方程式(49)の根を……,
として，重根を無視すると，の一般解は，

 

 (50)
となる。但し，


は 個の初期値によって決まる任意定
数である。本節では除却率の和を１，つまり，
   (51)
と仮定する。この場合，特性方程式(49)の係数和は，
  (52)
となり，特性方程式(49)の根の一つは１となる。
次に，が(28)にしたがって変動するときに はどのように変動するか
をみるために，今度は逆に(27)を(１)へ代入してを消去しよう。すると，
(28)と全く同一の係数を持つ に関する 次線形同次線形差分方程式，
         (53)
が得られる。但し	は(28)と同一。したがって，このに関する特性方程
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式もに関する特性方程式(49)と全く同一になり，やはり全く同一の根
……,が得られる。それゆえ，重根を無視すると，の一般解は，
    (54)
となり，これはの一般解(50)とが共通で，個の初期
値によって決まる任意定数のみが異なる。
そこで，(28)と(53)に共通の特性方程式(49)が 組の共役複素根と 
個の実根をもつとして，と を 個の余弦関数の和として表
すと，
 


	
 (55a)
 


	
	 (55b)
となり，	と
が両者に共通で，初期振幅と初期位相	のみが異
なることになる13)。これを(27)に代入すると，



		
	 


	 





		
		 

	 (56)
となる。(56)を各項についてみると，それぞれは前節の(33)と全く同一の
式であるから，前節の(33)～(42)にかけてなされたのと同一の議論によって，
各項についてそれぞれ(42)の関係が成立することがわかる。すなわち，
外生ケースの共振現象についてみた に関する図２の増幅関係が，
ここでの内生変動のケースにおいても，各項の についてそ
れぞれ全く同様に成立するのである。もちろん，図２においては，外生的に
変動するの
と	とが外生的に与えられたのに対し，ここでは
と	が
特性方程式(49)の根によって内生的に決定される点が根本的に異なる。しか
し，一旦 
と 	が内生的に決定されれば，各 項の について，
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13) 実根ケースでは 
	。なお，ここでは重根を含まない場合を扱ってい
るが，重根を含む場合でも，必要な修正を加えれば同様の議論が成り立つ。
図２の増幅関係が依然として成立するのである。
そこで，が内生的なこの基本モデル(１)(27)では，と が図２にお
いてどのように内生的に決定されるかを検討しよう。体系(１)(27)は一般解
(55)をもつことがわかっているので，(55)の二つの式を(１)に代入して，
(34)を考慮すると，





	

		

	

	


	 	





	

		 	





	

		 		



	

	

			


	

		 	
 (57)
となる。この最後の式において，


	

			 (58a)


	

			 (58b)
とすると，(57)は，







	




 (59)
となる。したがって，(55)が基本モデル(１)(27)の一般解であるためには，
(58)のもとで，
 (60a)
 (60b)
が各項について成立しなければならない。この第１式は，各項について，
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(58)で決まるの値が図２の初期振幅比率  に他ならないことを
意味しており，また第２式は，(58)で決まるが既に図２においてみた(35)
と同一の関係を各項について充たすことを意味する。こうして(58)(60)よ
り，基本モデル(１)(27)では図２において，各項について，



	
 (61a)



	
  (61b)
なる関係が
の間に成立しなければならないことがわかる。
この関係を第項について図示すると，図４のようになる。なお，図４で
はを省略した。すでにみたように，基本モデル(27)(１)においては(56)が
成立しなければならないから，所与のと
に対しては(42)が成立しなけれ
ばならず，したがって図２と同様の関係が図４のように成立する。図４と図
２の違いは図２ではと
が外生的に与えられたのに対し，図４ではそれら
が内生的に決まることである。第項についてその内生的決定関係を示すの
が(61)であり，それを図示したのが図４でＯを始点としＵを終点とする螺旋
状の線 		
である。図４において，特定の 
と に対して，(42)
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図４
(39)によってそれに対応する と が決まることは図２と同様である。そ
こで所与の除却率分布のもとで，点Ｏを原点として線分 OP を基準に角
度 (ラジアン) を測ることにして，まず原点Ｏから角度，長さ 
となるように点を決める。次に，点から角度，長さ と
なるように点を決める。以下同様にして点, ……, 点を決めていく。
すると(61)が意味しているのは，こうして決められた最終点 は，
によって決まる線分OM上の点Ｕと一致しなければならないという
ことである。なぜなら，Ｏを原点として座標軸の横軸をOPでとって角度を
OPから測った場合，(61)の第１式の左辺は螺旋状の線の最終
点Ｕの横座標となり，したがって第１式は点Ｕの (OP を横軸とする) 横座
標が 	
でなければならないことを示すからである。(61)の第２式も
同様に，点Ｕの縦座標が 
でなければならないことを示す。このよ
うに，基本モデル(27)(１)においては，一般解(55)の各項について，図４
で を充たす OM上の点Ｕに の最終点 が来る
ように の関係が内生的に調整される。こうして図４においては，
の関係が内生的に調整される点が，	
が外生振動をしてが外生
的に所与である図２の共振，強制振動ケースと根本的に異なる点であるが，
一旦この調整がなされてしまえば，この内生的に調整されたとに対して
は，図２の共振と同様な関係が図４でも再現するのである。
さて，本節の主要な問題の一つは，更新過程に乗数・加速度機構が結合し
たモデル，すなわち基本モデル(27)(１)の乗数・加速度機構が，純粋再投資
循環＝再生方程式(２)の減衰に反作用し，再投資循環を維持する方向に作用
するかどうかということであった。そのことを検討したのが図５である。図
５では一部図４がそのまま再掲されているが，図４は(47)の任意の共役複素
根について成立するから，図５はそのうちの最大共役複素根に対応する
の内生的決定関係を示すものとしよう。図５では恒等的に OM＝1 とな
る14)から，内生的に決定されるが単純な乗数・加速度機構(30)の固有角振
動数と極端に離れていなければ，0＜＜1 では OP＝＜1 になる傾向が
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あることは，前節の外生ケースと同様，ここでの内生的な決定ケー
スについても言える15)。つまり，この内生的決定ケースでも，とは
究極的には最大共役複素根によって決定される同一の角振動数と減衰度
にしたがって振動するが，0＜＜1 では，に関する上の条件が充たされれ
ば  となり，の振動は の振動に比べて増幅される傾向が
存在するのである。
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図５
14) このことは前節でみたが,(39)のの定義より，		
		
になることからも確認できる。
15) すなわち，とが内生的に決定される図５においても，それらが外生的に決定
される図２と同様に，では点Ｐは点Ｍに一致し となるのに対し
て，0＜＜1 では図より ＝OP は OM＝1 以下になる傾向がある。もちろん，
が単純な乗数・加速度機構の固有振動数と極端に離れていれば の場合が
起こりうるが，そうでなければ 
になる傾向があることは図から明らかであ
ろう。更に進んだ問題，例えば，(イ)所与の で の値がゼロから１へと上昇
するにつれてが単調に低下するかどうか，あるいは，(ロ)所与の(＜1) で
が単純な乗数・加速度機構の固有振動数に近づくにつれてが単調に低下する
かどうか，などといった点は数学的には検討できなかった。しかし，次節での数
値解によると，本文で指摘した傾向が確認されるだけでなく，(イ)については，
固有振動数近辺ではそうなるが，それを離れた振動数ではそれが逆転すること，
また(ロ)については，おおむねそのような傾向が存在することがわかる。
図５で追加的に描かれているのは，再生方程式(２)の特性方程式の最大共
役複素根に対応する の内生的決定関係を示す螺旋状の線 
 である。再生方程式(２)は，基本モデル(27)(１)において 
	とした特殊ケースに他ならないから，やはり内生的 決定に
おける制約式(61)が成立するが，再生方程式の場合には より 




となる。したがって，再生方程式の特性方程式の最大共役複
素根に対応する の内生的決定においては，図５で原点Ｏを起点に
線分 OMを基準に角度を測ることにして，先に螺旋状の線 を
描いたのと同様にして螺旋状の線 を描くと，この最終点
はＭに一致しなければならない。というのは，再生方程式では 
だからである16)。
このように，図５においては所与の 0＜	＜1 における基本モデルの内生
的 決定を示す螺旋状の線 	と，再生方程式における内
生的 決定を示す螺旋状の線  が描かれているが，図で
はそれらはいずれもそれぞれの共役複素根中で絶対値が最大である最大共役
複素根に対応する関係としているから，いずれの螺旋状の線もそれぞれ制約
(61)を充たしうる螺旋状の線の中で最短距離のものを示している。つまり，
	は，線分OPを基準に角度を測り，原点Ｏを出発して制約(61)
にしたがって点Ｕに到達する最短経路であるのに対し， は，
線分 OMを基準に角度を測り，同じ原点Ｏを出発して制約(61)にしたがっ
て点Ｍに到達する最短経路である。ところが，上にみたように，内生的に決
定されるが一定の範囲内にあれば OU＝OP＜OM となる傾向があるから，
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16) 再生方程式においては 	であるため，図２は長さが１の一本の直線 OL
に退化しまう。そして，それに の内生的決定関係を示すものとしてＯ
からＬに至る螺旋状の線が加わるだけである。但し，再生方程式では(39)で
より 
。図５では，二つの螺旋状の線を比較しやすいように，この
OL と，OL の両端を結ぶ螺旋状の線を，原点Ｏを中心に
だけ回転させ
たものが描かれている。したがって，図５では OMとその両端を結ぶ螺旋状の
線  以外は再生方程式に関するものではなく，専ら 	の基本モ
デルに関するものであることに注意されたい。
の長さは  の長さよりも短くなる傾向があるとい
える。そしてその場合，いずれの螺旋状の線においてもそれらを構成する
個の線分のうち第番目の線分  の長さは であり，は両者に共
通であるから， を構成する基本モデルの の値は
 を構成する再生方程式のの値よりも大きくなる傾向がある
ということになる。つまり，基本モデル(28)において内生的に決定される
が単純乗数・加速度機構(30)の固有振動数と極端に離れていなければ，0＜
＜1 の加速度因子 の値が与えられると，最大複素根に対応する 	
は再生方程式の ＝1 から OP＜1 へと低下し，
に対する	
の究極の
増幅度は上昇するが，それに対応して基本モデルのは再生方程式の
よりも上昇し，反減衰的となって振動が維持される傾向が存在するのである。
このように，に関する条件が充たされる下では，基本モデル(28)におい
て	
が
に比べて増幅される傾向があり，また再生方程式(２)＝純粋再投
資循環に比べて減衰が弱められて循環がより長期に維持される傾向があるこ
とがわかる。それではこのように反減衰的に維持される循環は，再生方程式
に対してだけでなく，単純乗数・加速度モデル(30)に比べても反減衰となる
傾向があるであろうか。これが，本節の第二の問題であるが，この問題はこ
れまでの考察から容易に答えることができる。
すでにみたように，単純乗数・加速度モデル(30)の振動ケースにおける減
衰度と振動数は(47)のように決まるから，基本モデル(28)が単純乗数
・加速度モデル(30)に比べても究極的に反減衰となるためには，基本モデル
(28)の最大複素根項の減衰度が単純乗数・加速度モデルの解(31)の	を上
回り，
  (62)
となればよい。そのためには，第一に，基本モデル(28)の最大複素根項の
が単純乗数・加速度機構(30)の固有振動数と極端に離れておらず，更に，第
二に，除却率のみで決まる再生方程式(２)の最大複素根項の減衰度が所
与の 
において を下回らなければよい。というのは，上で見たように，
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この第一の条件が充たされれば，基本モデルの最大複素根項のは再生方程
式の最大複素根項の減衰度よりも上昇して反減衰となる傾向があるから，再
生方程式の減衰が極端に激しいものではなくて第二の条件も充たされれば，
(62)が成立するからである。
しかも，条件(62)は通常のケースでは比較的容易に充たされる条件である
と考えられる。図５において内生的に決定されるが丁度(31)のに一致し，
となったとしよう。すると，(47)より  となるから，
 (63)
となる。それゆえ図５において，基本モデル(28)の減衰度と単純乗数・加
速度モデル(30)の減衰度の関係は，
  (64)
によって決まることがわかる。つまり，図５において内生的に決まるNPの
長さが OL よりも小さくなれば は を上回る。ところが，点Ｐが三角形
OLN の内点となる限り，NP＜OL となることは図５から直ちにわかる。つ
まり，図５においてNPを延長してOLとの交点をＫとすると，図２で述べ
た図５の作図法より , したがって NK＝LK となるから，
点Ｐが三角形 OLN の内点となる限り，NP＜NK＝LK＜OL となって，NP
は OLよりも必ず小さくなるのである。図５の作図法を考えればわかるよう
に，通常のケースでは，点Ｐが三角形OLNの内点となることは大いにあり
うるから，基本モデル(28)が再生方程式に比べてのみならず，単純乗数・加
速度モデル(30)に比べても反減衰となる条件 NP＜OL，したがって(62)は，
比較的容易に充たされる条件であるといえるのである。
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The Maintenance Mechanisms
of Reinvestment Cycles (I)
Kazuo TAKITA
In his classical studies on “reinvestment cycles”, Johan Einarsen indicated the
endogenous and exogenous factors which maintain “pure reinvestment cycles”.
In this paper, we examine the endogenous factors, but don’t discuss the exoge-
nous factors such as impulse, technical progress, and wars. Specifically, we ex-
amine two endogenous maintenance mechanisms of reinvestment cycles, each of
which Einarsen called “secondary new investment cycles” and “secondary rein-
vestment cycles”. We examine whether and on what conditions these two cycles
which are originated by pure investment cycles endogenously react to and main-
tain the latter, analyzing the explicit model which is a Samuelson-Hicks’ multi-
plier-accelerator model extended by the replacement process of fixed capital.
This extension is natural one and this extended multiplier-accelerator model is
the fundamental model to be analyzed in this paper. In section 1, “pure invest-
ment cycles” are formulated as a “renewal equation”, and the properties of
the equation are analyzed by Frobenius theorem. In section 2 3, to examine
Einarsen’s “secondary new investment cycles”, the fundamental model men-
tioned above is analyzed assuming that the sum of scrapping rates is equal to
1. We find that if two conditions are satisfied, the amplitude of investment cycles
relative to that of replacement cycles tends to be magnified and the cycles of
fundamental model tend to be maintained longer not only than pure investment
cycles but also than a simple multiplier-accelerator model. The two conditions
necessary for the fundamental model to show these anti-damping tendencies are,
(1) the distribution of scrapping rates is so concentrated as to generate pure in-
vestment cycles, (2) the cyclical period of the fundamental model is not very
different from that of a simple multiplier-accelerator model. The condition (2),
which Einarsen failed to mention, resembles the condition of “resonance” in
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physics, though the cycles of replacement in our fundamental model are not ex-
ogenous but endogenous. In Part II which will be published in the next issue
of this journal, we will examine Einarsen’s “secondary reinvestment cycles”
by analyzing our fundamental model. We will also examine briefly whether
it is possible that two mechanisms investigated in this paper are at work in
Japanese economy.
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